Matematicas Avanzadas

Dr. Erick E. Luna Rojero

Facultad de Ingenieria
Divisién de Ciencias Bésicas
Universidad Nacional Auténoma de México

2009 (ver. 0.1)
http: / /basicas.fi-c.unam.mx






Indice general

I Variable compleja

1. Funciones de variable compleja y mapeos
Numeros complejos . . . . . . . e e
Elplano de Argand . . . . . . . . . .
Funcién Compleja . . . . . . . oo e
Polinomios . . . . . . . . e
Funcién exponencial compleja . . . . . . ..o Lo
Funcién logaritmo . . . . . . . . oL L
Funciones trigonométricas . . . . . . . . . .. Lo L L
Ejercicios . . . . . . L
Ejercicios en clase . . . . . . oL
Tarea . . . . . . e

2. Funciones analiticas y mapeos conformes
Limites . . . . o o e
Continuidad . . . . . . . . . L e
Derivada compleja . . . . . . . Lo
Ecuaciones de Cauchy-Riemann-(D’Alembert) . . . . . . . . ... .. oo oL
Funciones Analiticas . . . . . . . . . . . e e
Funciones arménicas . . . . . . . . Lo e e
Derivadas de funciones importantes . . . . . . . . . . .. ...
Funcién exponencial . . . . . . . . L e
Funcidnes trigonométricas . . . . . . . .. oL oL
Funcién logaritmo . . . . . . . Lo
Mapeo conforme . . . . . . .. e e e e e e e
Mapeo isogonal . . . . . . oL
Algunos mapeos . . . ... e e
Tarea . . . . . o e e e

3. Integral de linea de funciones de variable compleja
Integral de linea compleja . . . . . . . . ..o
Definicion . . . . . . . o e
Integracién paramétrica . . . . . ..o Lo

4. Teorema integral de Cauchy-Goursat
Corolarios . . . . . . o .
Independencia de la trayectoria . . . . . . . . . ... L
Antiderivada . . . . . . L
Deformacion . . . . . . . . ..o

5. Férmulas integrales de Cauchy
Férmula integral de Cauchy . . . . . . . . . .. L
Derivadas de funciones analiticas . . . . . .. . . ... Lo o o
Extensién de la férmula integral de Cauchy para una anillo . . . . . . ... .. ... ...

INDICE GENERAL

11
11
13
14
15
15
16
16
17
17
17

19
19
20
20
21
22
22
24
24
24
24
25
25
25
26

29
29
29
30

31
32
32
32
32

33
33
33
34



6. Serie Laurent y teorema del residuo 37

Series Complejas . . . . . .. 37
Series de potencias complejas . . . . . ... oL 37
Serie de Taylor compleja . . . . . . . . . 38
Serie de Laurent compleja . . . . . . . ... e 39
Teorema del Residuo . . . . . . . . . . . .. e 39
Clasificacién de singularidades . . . . . . . . . . . . ... 39

Ceros de una funcidén . . . . . . . . ... e e e e 39
Residuos . . . . . . . . e e 40
Teorema del Residuo . . . . . . . . . . . . . 40
Residuos y polos . . . . . . . e 40

7. Aplicacién del andlisis complejo 43
Fractales. . . . . . . . . e e 43
Conjunto de Mandelbrot . . . . . . . . . ... L 43
Fendmenos de transporte . . . . . . .. oL e 44
Transferencia de calor . . . . . . . . . . . e 44
Difusién molecular . . . . . . . .. e 45

II Series de Fourier 47
8. Series de Fourier 49
Funciones perfodicas y sefales fisicas . . . . . . . . . ... o oL 49
Funciones ortogonales . . . . . . . . .. L 49
Algebra lineal . . . . . . . . e 49
Funciones . . . . . . . .. e 50
Definicién de la Serie de Fourier . . . . . . .. . . ... Lo 50
Condiciones de Dirichlet . . . . . . . . ... 51
Aproximacién por Fourier . . . . . . . ... 51

Fourier en las discontinuidades . . . . . . . . . .. oL L L oo 52
Teorema de Parseval . . . . . . . . . . .. L 52
Simetrias (propiedades de paridad) . . . . . . ... ..o oo 52
Derivacién e Integracion de Series de Fourier . . . .. .. ... ... ... ... ... ... 52
Ejemplos . . . . . e 52
Funcién Heaviside y Delta de Dirac . . . . . . . . . . . .. ... .. ... ... ..., 53
Derivacion en puntos singulares . . . . . . .. . L Lo 53

9. Serie de Fourier compleja y espectro de frecuencia 55
Forma compleja de las series de Fourier . . . . .. . .. ... o oL 95
Espectros de frecuencia compleja . . . . . . ..o L 55
Contenido de potencia y teorema de Parseval . . . . . . . ... ... ... L. 56
10.Ejercicios de Serie de Fourier 57
IIT Transformada de Fourier 59
11.Transformada de Fourier 61
Deduccion . . . . . . . oL e e 61
Transformada de Fourier . . . . . . . . . . . . . . 61

Integral de Fourier . . . . . . . . . . e 61
Espectro de frecuencia continuo . . . . . . . . . ... e 62
Transformadas seno y coseno de Fourier . . . . . . .. .. ... ... L. 62
Convolucién y correlacion . . . . . . . . ... L 62
Ejemplos . . . . oL 62

4 iNDICE GENERAL



Uso de la computadora para transformada de Laplace . . . . . ... ... ... ......
12.Transformada Discreta de Fourier

13.Ejercicios de Transformada de Fourier

IV  Apéndices
Apéndice A: Tabla de transformada de Fourier . .. .. ... ... ... .........
Apéndice B: Tabla de transformada seno de Fourier . . . . .. ... ... ........
Apéndice C: Tabla de transformada coseno de Fourier . . . . . . . ... ... .. ....
Apéndice D: Referencias Bibliograficas . . . . .. .. ... ... ... ... ...

INDICE GENERAL



"Daria todo lo que sé, por la mitad de
lo que ignoro"
René Descartes
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Parte 1

Variable compleja






Objetivo: El alumno manejaré los conceptos
y los métodos bésicos de la teoria de las funciones
de variable compleja, para la resolucién de prob-
lemas de matemaéticas e ingenieria.
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Capitulo 1

Funciones de variable compleja y mapeos

Nimeros complejos
Definicién
Si se postula a la unidad imaginaria como
i?=-1
se puede definir a un nimero complejo como:
z=x+1y,

en donde z y y son nimeros reales.
A z se le llama parte real de z

x =Re(z)
y a y parte imaginaria de z
y =1Im(z)

Igualdad: Dos nimeros complejos z = a + b
y w = ¢+ id cumplen que

z=ws{a=c y b=d}

Suma: La suma de dos numeros complejos
z=a+1iby w = c+ id se define como

z4w=(a+c)+i(b+d)

Multiplicacién: La multiplicacién de dos nimeros

complejos z = a + tb y w = ¢+ id se define como

2w = (a+1ib)(c+id)
zw = (ac—bd)+i(ad+ bc)

Funciones de variable compleja y mapeos

Complejo conjugado: El complejo conjuga-
do de z = x 41y se denota como z o z*, y se define
por

z=z"=x—1y

Moédulo o magnitud: El médulo o la mag-

nitud de un nimero complejo z = 44y se denota

como |z| y se define como

A=V

Cociente: El cociente de dos nimeros com-
plejos 2z = a+iby w = ¢+ id # 0 se define
Ccomo:

z  _ Zw  Zw
v = w ol
z  ac+db  .bc—ad
w  2+& 't a

Teorema 1 Sean z y w dos niumeros complejo,
entonces

zZ |z
tw) = Z+®

(zw) 7

&) = 3

Plano de Argand o complejo: Se puede
representar geométricamente a un nimero com-
plejo en un plano de Argand o complejo, Z, éste
consiste en dos ejes ortogonales, el horizontal rep-
resenta a la parte real del nimero complejo y el
vertical a la parte imaginaria.

11



z=x+1y

Re(z)

>
T

X
Plano de Argand

Forma polar de un niimero complejo. Sea
z = x + iy un punto en el plano de Argand.
Si se define a r como la distancia del origen al
punto (z,y) y a 6 como el déngulo que forma el
eje horizontal con r (ver figura), de argumentos
trigonométricos se tiene que:

r = rcosf

= rsenf

ro= Va2 rg =l

0 = tan ! (%)

z=Xt1y

P
0

z

5

Re(z)

Representacién polar de un nimero complejo

entonces
z = xz+iy=r(cosf—+isend)
z = |ze

o en forma simbdlica

z = rcis(0)
z = r/b.
De las férmulas se observa que r es la magnitud

o médulo de z. A 6 se le nombra el argumento de
z, y se denota:

0 =arg(2).

Argumento principal: En general 0 es cualquier
dngulo tal que 6 = tan~! (y/x), esto es, hay un
nimero infinito de argumentos de z. Para evitar

12

la confusién de tener una funcién multivaluada se
define al argumento principal de z como el 6 tal
que

—rt<f<m

y se denota:

0= Arg(2)

Teorema 2 Sean z y w dos nimeros complejos
=

lzw] = |z] |w]|
’i‘ = ﬂ sdlo st w#0
w |w]
arg (zw) = arg(z)+ arg(w)
z
arg (E) = arg(z)— arg(w)
arg(z) = arg(cz) si ¢>0

Potencias enteras de un niimero comple-
jo: Sea el mimero complejo z = r (cosf + isen )
entonces

2™ = 1" {cos (nd) + isen (nh)}

donde n es un nimero entero.

Potencias fraccionarias de un niimero com-
plejo: Sea el niimero complejo z = 7 [cos 6 + i sen 6]
entonces

1 L{ (9+2k7r) _ (9+2k7r)}
zm =prm cos| — | +i1sen| ——
m m

donde m > 1 es un nidmero entero y
k=0,1,2,....,m— 1.

Aligual que en los nimeros reales existen m posi-
bles valores para la raiz m — ésima de z.

El niimero complejo infinito: Definimos al
nimero complejo infinito como el que satisface a

z _
00

zto00o = 00:zF#
% = 00:2#0

z-oo = o0:2z#0
Eai— 00 1 Z # 00.
z

Esfera de Riemann: Cuando el plano de Ar-
gand incluye al punto infinito, se llama plano z
extendido. Para entender mejor lo que significa
el punto infinito se utiliza la esfera numérica de
Riemann. El punto z; es proyectado en el punto
(; de la esfera de Riemann con la ayuda de un
segmento de recta que une a los puntos B y 2.
El punto z = 0 de Argand es el A de la esfera de
Riemann y el punto co del plano de Argand es el
B de la esfera de Riemann.

Funciones de variable compleja y mapeos



Esfera de Riemann

El plano de Argand

Para poder estudiar el cdlculo son necesarias
las definiciones que a continuacién se muestran:

Punto: (.)

Conjunto: Una coleccién de puntos en el plano
complejo.

Vecindad: Se llama vecindad (o entorno) de
radio r, de un punto zp, al conjunto de puntos
situados en el interior de un circulo de radio r
centrado en zg, es decir la regién |z — zg| < r

' 3
/’__-_-\\
’ .
\
Il r Y
I 1
1 ]
Z )
\\ 0 3
N /
~ 7~
R Re(z)
|z — 20| <r

Vecindad punteada: Una vecindad punteada
de zg es el conjunto de puntos tal que 0 < |z — zp| <
r

I
’—‘—\
- ~
7/ hY
\
I’ r \
e
V4 1
\\ 0 3
b3 /
=" Re(z)
:

0<|z—z|<r

Funciones de variable compleja y mapeos

Congunto abierto: Un conjunto abierto es aquel
en el que, para todo elemento, existe una vecin-
dad cuyos puntos pertenecen al conjunto.

Im(z)

9

Re(z)

Conjunto abierto

B
>

Ejemplo.- |z| < 1.

Congunto cerrado: Un conjunto cerrado es aquel
en el que, para al menos un elemento, no existe
una vecindad cuyos puntos pertenecen todos al
conjunto.

Im(z)

A

Conjunto cerrado

Ejemplo .- |z] < 1.

Congunto conexo: Un conjunto es conexo si da-
dos dos puntos cualesquiera del conjunto, existe
una trayectoria formada por segmentos de recta
que los une, y cuyos puntos pertenecen al conjun-
to.

Im(z)

A

Conjunto conexo

Dominio: Llamamos dominio a un conjunto
abierto conexo.

Dominio simplemente conexo: Un dominio sin
agujeros.

Dominio multiplemente conero: Un dominio
con agujeros.

13



Im(z)

Re(z)

Conjunto multiplemente conexo

Punto frontera: Es un punto tal que toda vecin-
dad de dicho punto contiene al menos un punto
que pertenece al conjunto y otro que no.

Punto interior: Es un punto tal que toda vecin-
dad de dicho punto contiene puntos que pertenece
al conjunto.

Punto exterior: Es un punto tal que toda vecin-
dad de dicho punto no contiene puntos que pertenece
al conjunto.

Region: Es la unién de un dominio y posible-
mente algunos, ninguno o todos sus puntos fron-
tera.

Congunto acotado: Un conjunto para el cual
existe un circulo de radio finito que circunscribe
al conjunto.

Ejemplos de Regiones en el plano:

Ejemplos

Re (z): Im (z)

» |z] = 1, aquf se puede utilizar la definicién
de médulo, Va2 + b2 =1, esto es, a2 +b? =
12, una circunferencia con centro en el ori-
gen y radio 1.

14

Im(z)

A

1

. '1<>1 ~Re(z)

-1

Y

|z =1
= |z — 20| <7

Im(z)

{l

Iy

Re(z=)
|z — 20| < g

= 1 < |z—1| < 2. En la figura se muestra
al circulo interno punteado, lo que significa
que la regién no toca a la frontera, mientras
que el circulo externo es continuo, ya que la
region incluye a la frontera.

Im(z)

l1<|z—1]<2

Funcion Compleja

Una funcién compleja se define como
w={zeDwellw=[f(2)}

En donde D es el dominio de la funcién en el
plano Z, e I es la imagen (rango o recorrido) de

Funciones de variable compleja y mapeos



la funcién en el plano W. Decimos que la funcién
mapea el punto z; = z1 +iy; € D al punto wy =
uy + iv; € I. La gréfica natural de la regla de
correspondencia w = f (z) es imposible ya que se
requieren cuatro dimensiones, dos para z ( una
para x y otra para y) y dos para w (una para u
y otra para v). Si se quiere analizar graficamente
a una funcién compleja un método es utilizar dos
espacios independientes en dos dimensiones, uno
para z y otro para w tal como se muestra en la
siguiente figura.

D W= KZ) i

Re(w)

Re(z)

Funcién compleja w = f (2).

Una forma adecuada de visualizar el mapeo
de la funcién es analizar como se transforman el
conjunto de segmentos de lineas x = C; y y = C},
la figura siguiente representa la cuadricula que
forma estas rectas

Estos segmentos de recta se mapean mediante
f (z) al espacio w = u+iv. Por ejemplo, la funcién
f(z) =(2—=1)/(z + 1) mapea a dicha cuadricula
en la siguiente gréfica

Funciones de variable compleja y mapeos

>

Ejemplo
w = {zeDwelw=|z}
D = {lz[<1}

w = |z[ = a2 +y?
si tomamos |z] =1= /224y’ =1—-w=1

si|z]=0=+a224+y?=0—-w=0,
es decir, la circunferencia unitaria con centro

en el origen, se mapea en el segmento de recta de
0 a 1 como se muestra en la figura.

y \%

w = |z]

17

D

Polinomios

Una de las funciones complejas mds simples es
el polinomio, esta funcién tiene la regla de corre-
spondencia:

w=f(2)=ap2" +ap_ 12"+ Farz+ag

donde las a, son numeros complejos y n es un
nimero entero positivo. En general los teoremas
y propiedades de estas funciones que se estudian
en cualquier curso de algebra son validos para el
caso complejo (en realidad en un curso de algebra
implicitamente todas las variables y constantes
son complejas).

Funcién exponencial compleja
La funcién exponencial compleja se define co-
mo:

e* = et = ¢ (cosy + iseny). (1.1)

De aqui se observa que Re (€%) = e” cosy e Im (e*) =
e’ seny. Algunas de las propiedades de esta fun-
cién se enuncian en el siguiente teorema.

Teorema 3 Sean z1,z2 y z nidmeros complejos
=

1?2 = 621+z2
(e)* = e* cona>0
e*2
@ = e
e # 0:Vz
arg(e®) = y+2kr:k=0,+1,+2, ...

15



Periodicidad de e*. Aunque la funcién ex-
ponencial real no es periédica, la forma compleja
de la exponencial presenta una comportamiento
periédico, para mostrar ello tomemos

ez+2k7ri — er+i(y+2k7r)
= ¢e"(cos[y + 2kn] + isen [y + 2kn])
= ¢e”(cosy + iseny)

ez+2k7ri — ¢

por lo tanto la funcién exponencial es periédica
con periédo imaginario 2ms.
Algunos valores de e*

QOH0

et =
e = -1
i37/2 i

Note que de la tercera igualdad ™ + 1 = 0, esta
igualdad contiene a los cinco ndmeros més impor-
tantes en matematicas: e, i, 7,1 y 0.

Funcién logaritmo
Definimos, si z # 0, al logaritmo de z como

w=logz & z=¢" 1.2
g

De la definicién tenemos que

z = e¥
ret? = eut®
rel? = eve®
comparando
et = r
e* = |z
u = Inlg]
Rew In |z]
Re(logz) = In|z|
y
eiv _ 62’9
v = 0+2nm:n=0,+1,4+2,..
v = arg(z)+2nw
Imw = arg(z)+2nm
Im (logz) = arg(z)+ 2nw
entonces
w o= u+w
w = lIn|z|+i(arg (z) + 2nm)
logz = In|z| +ilarg(2) + 2nn]  (1.3)
16

Teorema 4 Sean z yw numeros complejos difer-
entes de cero, T un numero racional y n cualquier
entero =

elog(z) =
log (e*) = z+2nmi
log (zw) = logz+logw
z
log <— = logz —logw
w
log(z") = rlogz

Logaritmo principal: La ecuacién 1.3 rep-
resenta a un conjunto infinito de nmimeros com-
plejos, n = 0,4+1,+2, ..., para poder definir a una
funcién compleja (por lo tanto univaluada) tomamos
sélo al argumento principal de log z, y obtenemos
el logaritmo principal de log z, que denotamos por
Log (2):

Log (z) =In|z| + iArg (2) (1.4)

Funciones trigonométricas
Definimos al seno y coseno imaginarios como:

sen(z) = _272 (1.5)
cos(z) = # (1.6)
ademds
an (s - Son (2)
tan (z) o5 (2) (1.7)
1
sec(z) = s (2) (1.8)
1
csc(z) = sen (2) (1.9)
ot () = 8 (2)
t(2) —te (1.10)
Propiedades
1 sen? (2) + cos? (z)
1+tan?(z) = sec?(z
sen (2z) 2sen (z) cos (z)
sen (z £w) = sen(z)cos(w) =+ cos(z)sen (w)
cos(z+w) = cos(z)cos(w)Fsen(z)sen(w)
cos (2z) = cos?(2) —sen? (2)

Periodicidad de las funciones trigonométri-

cas: Las funciones seno y coseno son periédicas
con periédo real 2w, es decir:

sen(z) = sen(z+ 2mn)

cos(z) = cos(z+2mn)

Funciones de variable compleja y mapeos



Ejercicios

Ejercicios en clase

1. Estudie la forma en que w = sin z transfor-
ma a la franjay >0, —7/2 <z < /2.

2. Demuestre que la transformacién w = 1/z
transforma a la recta infinita Imz = 1 en un
circulo en el plano w. Encuentre la ecuaciéon
del circulo.

3. Determine la imagen del arco semicircular

|z| =1, 0 < argz < m, bajo la transforma-

cién w = z+1/z. Sugerencia: tome z = .

4. Identificar las imagenes de cos z de las rec-
tas paralelas al eje real.

5. Determine la imagen de la banda 1 <y < 2

en el plano z bajo la transformacién w = 22.

Tarea
1. Demuestre que

(21 —22) = zZ1— 2

(2122
21 z1
) 22
2. Sea m un nimero entero n > 0. Encuentre

el médulo de
z+iy\"
T — 1y

3. Encuentre la forma a + ib de un ndmero
complejocon r =2y 6 = 3.

~—

2122

4. Escriba a las siguientes expresiones en la
forma a + ib

/2

(1—4)"/?

5. Describa con una relacién matemaética, a los
puntos que pertenecen a la circunferencia y
al interior del circulo de radio 2 y centro en
3 + 41, excepto en el centro del circulo.

6. Escriba a las siguientes funciones en la for-
ma u + v :

(z =)’

(2)% +i

Funciones de variable compleja y mapeos

10.

11.

12.

13.

14.

Escriba en términos de z y Z a:

w = —2zy+i(z®—y?

w 22 4 g2

Determinar todos los valores tales que e* =
2.

Si cos z = 2 obtener cos2z.

Emplee logaritmos para resolver z en:

(e —1)° = ¢

P — 62Z

Estudie la forma en que el conjunto Re (z) =
Im (z) se transforma mediante w = sin (2) .

Estudie la forma en que w = e* transforma
alaregion 0 <y <rw/2y0<z<1

Determine la imagen de |z| = 1, bajo la
transformacién w = 22 + 2 + 1/22.

Identificar las imdgenes de w = z + 22 de
las rectas paralelas al eje real.

17
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Capitulo 2

Funciones analiticas y

Limites

Sean una funcién compleja f(z) y una con-
stante compleja L. Si para todo ntimero real € > 0
existe un numero real § > 0 tal que

[f(z) —L| <e
para todo z tal que

0<|z—2| <4
entonces decimos que

lim f(z) =L,

zZ—2Zz0

es decir, que f (z) tiene limite L cuando z tiende
a z2Q-

Im(z)

w = {(z) Im(w

Limite complejo

Es fécil notar que la definicién de limite real
y limite complejo son muy similares, sin embar-
go, existen diferencias entre ellas. Para ilustrar lo
anterior recuerde que en el caso real si los limites
por la izquierda y por la derecha existen y son

Funciones analiticas y mapeos conformes

mapeos conformes

iguales, entonces el limite existe. Por otro lado,
en el caso complejo, no hay sélo dos direcciones,
sino un ndimero infinito de trayectorias por las
cuales z tiende a zp, y para que el limite exista,
todos estos limites deberdn existir y ser iguales.

Teorema 5 Suponga que

lim f(z) y limg(z) ezisten=
zZ—2z0 zZ—2z0
lim [f(2) +9(2)] = lim f(z)+ lim g(2)
zZ—2z0 zZ—2z0
lim [af (2)] = «alim f(z):V
zZ—2Zz0 zZ—2Zz0
Jim [f(2)-g(2)] = lim f(2)- Zlggog( z)
lim 1(2) = w si lim g(2) #0
== | g(2) lm, - g(2) = 2=%
Ejemplo

Analice al siguiente limite

?+x Yy +y
m +1
r+vy r+vy

lim f (2) =

tomemos dos trayectorias, la primera a lo largo
del eje y acercandose por arriba, sobre esta trayec-
toria x = 0 y el limite

2
oy ty
li ) =t [
= lmli(y+1)]=14

y—»o

la segunda a lo largo del eje x acercdndose por
la derecha, sobre esta trayectoria y = 0y el limite.

19



lim £ (2)

z—0 z—0

= h'Ir%)[as—i—l}:l

i {13 + x}
lim
T

como los limites por diferentes trayectorias son
diferentes el limite no existe.

X B,

El limite no existe

Continuidad

Decimos que una funcién w = f (z) es conti-
nua en z = zq si se satisfacen las dos condiciones
siguientes:

1. f(20) esté definido
2. lim,—,, f(2) 3,y lim,—,, f(2) = f(20)

Teorema 6 Sean f(z) y g(z) continuas en z,
entonces en zg

son continuas y

es continua si g (z0) # 0,
ademds si f (z) = u(z,y) +iv (x,y), entonces

u(z,y) yo(z,y)
son continuas.

Ejemplo
Estudie la continuidad en z = 4 de la funcién

f<z>:{ e

31 z=1

20

Primero se analiza si f (zp) existe, para este
problema f (i) = 3i, lo que sigue es encontrar el
limite

2241
lim _
z—1 2 —1
2 2
= lfmZ—S
z—1 2 —1
R [E)
z2—1 z—1
= lim(z+1)
zZ—1
= 2

aunque el limite existe tenemos que,

<, 22 +1
lim — =

z—i 2 — 1

por lo tanto no es continua.

Derivada compleja

Dada una funcién de variable compleja f (2),
la derivada en zg, se define como:

d
[ () = d_é
- lim f (20 +Az) — f(20)
Az—0 Az
= lim M
zZ—20 zZ— 20

siempre y cuando el limite exista. La definicién
anterior es muy similar al caso real, sin embargo,
se debe tener cuidado ya que el limite comple-
jo, es mds complicado de obtener. El problema
de la existencia de la derivada se estudiard més
adelante.

Teorema 7 Si f y g son funciones derivables en
20 =

(f+9) = f+4

(af) = af

(f g)' g +f'g

<§ _ gfg—Qfg 940

g(Z) _ dfdg
 dgdz

Ejemplo

Funciones analiticas y mapeos conformes



Sif(z) =2,

Ejemplo
Sea f (z) = z, pruebe que f’ (i) 3.
La definicién de la derivada es:

P = m

£ = 12

para analizar este limite utilizaremos dos trayec-
torias diferentes:

la primera sobre el eje imaginario, aqui, x = 0,
entonces el limite es

£ = m
z—i T 41y — 1@

— lm —iy+1

y—1 Yy — 1

a la segunda trayectoria la definimos como la
recta horizontal y = 1, en este caso el limite

. T —1iy+1
f1@) = lim——r—
2= T+ 1Y — 1
T—1+1

im - -
z—0x +1—1

como ambos limites tienen diferentes valores, la
derivada no existe.

f’(i) no existe

La derivada no existe

Ecuaciones de Cauchy-Riemann-
(D’Alembert)

Como se mostré en ejemplos anteriores pro-
bar que la derivada existe apartir de un limite es

Funciones analiticas y mapeos conformes

complicado, atiin en funciones sencillas. En esta
seccion se estudia una manera simple de probar
si la derivada existe y cémo calcularla.

Suponga que la funcién f (z) = u(x, y)+iv(z,y)
tiene derivada en zy = xq + iyg, es decir,

f/ (ZO) _ Alirilo f (ZO + AAZZ): — f (ZO)

3,

en donde el incremento es Az = Az + iAy. Si
se toma el limite por dos diferentes trayectorias
como se muestra en la figura

h

y,* Ay
m W
yU 14

Xo X+ AX
Se toman dos diferentes trayectorias

para la trayectoria I, y = yo, Ay =0y Az =
Az, entonces la derivada

, o [0+ Az) — f(20)
fzo) = Jimg Aw
u (w0 + Az, yo) + iv (zo + Az, yo)
I —u (z0,Y0) — v (0, Y0)

Az—0 Ax

u(zo+Az,yo)—u(z0,Y0)
lfm { A N }

)
Ar—0 Z'U(IoJrAI,X):Z*U(IOJJO)

oy (20,
Fz) = (ax—i—lax 2010

para la trayectoria II, x = xg, Ax =0y Az =
1Ay, entonces la derivada

. [ (20 +iAy) = f (=)
/ —
Filz) = Algl,rgo iAy
u (0, Yo + Ay) + v (o, Yo + Ay)
—  lim —u (20, Y0) — v (w0, Yo)

Ay—0 ZAy

u(xo7yo+4y)—u(xo,yo)+
= lim . Ry
Ay=0 v(@0,90+Ay) —v(x0,Y0)

v 1Ay

w(z0,Yo+AY) —u(To0,y0) 4
= lim Ly
Ay—0 4 2(Z0.yo+AY) —v(20,Y0)

1Ay

_ s u(z0,y0+AY) —u(wo,y0)
- h’m{ ! Ay +}

Ay=0 v(20,¥0+AY)—v(Z0,Y0)

Ay
- (e
ay 8y Zo,Y0
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Si la derivada existe los limites son iguales:

_Ou  Ov Ou  Ov

/ vu e vv
/ (Z)_am—H@x 28y+6y’
o bien,
ou v
% = By (2.1)
v ou
% = 5 (2.2)

Las ecuaciones 2.1 y 2.2 se conocen como las
ecuaciones de Cauchy-Riemann, si estas ecua-
ciones no son vélidas en algin punto, la derivada
no existe en ese punto, es decir, sélo son condicién
necesaria, pero no suficiente, para que la derivada
exista.

Teorema 8 Si tanto uw y v como sus primeras
derivadas parciales Ou/Ox, Ou/dy, Ov/Ox y dv/dy
son continuas en alguna vecindad de 2y, las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann son condicion sufi-
ciente para que la derivada exista. El valor de la
derivada es:

f,<z)_8u v Ou  0Ov

_%—i_lax:_la_y—i_a_y

Forma polar de las ecuaciones 2.1 y 2.2
Algunas veces es més fécil utilizar la forma
polar de una funcién compleja, en este caso las
ecuaciones de Cauchy-Riemann tienen la forma:

ou 1o

o ro0 (23)
Ov 10u
o~ v 24)

Ejemplo
En donde es diferenciable |z|*
2" = 2%+
entonces

u = 2 4y?
v = 0

(3-s) - (&)
(&) - (-

u, vy sus derivadas son continuas en todo el
plano, y las ecuaciones de Cauchy-Riemann sé6-
lo se cumplen en el origen, entonces la derivada
existe Uinicamente en el origen y su valor es

f,(o)_8u+,@: Ou  Ov

" Ox Z@x =0

Ty Tay

22

Teorema 9 Regla de L’Hopital. Si g(z9) =0
yh(z0) =0,y sig(z) yh(z) son diferenciables
en zg con b/ (z9) #0

o 9() _ 9 (z0)
z—z0 h (Z) h' (Z())

Funciones Analiticas

Decimos que una funcién f (z) es analitica
en zp si f’(z) no sélo existe en zp, sino en todo
punto de alguna vecindad de zg. Si la funcién es
analftica en todo el plano complejo decimos que
la funcién es entera.

Si una funcién no es analitica en zy, pero es
analitica en al menos un punto de toda vecindad
de 2y, decimos que zy es una singularidad de la
funcién.

Teorema 10 Si f (z) y g (z) son funciones analiti-
cas en alguna regidn, entonces también son analiti-
cas

para la misma region.

Ejemplo
Un polinomio es entero

F(2)=an2"+an 12"+ . Farzt +ao

y una funcién racional

1) 2"+ ap_12" 1+ . a2t +ag
zZ) =
b 2™ + bp12™ 1 4+ b2l + by

es analftica excepto en los puntos para los que

by 2™ + b1 2™ bzt + by =0

Funciones armdnicas

Considere el siguiente problema, dada una fun-
cién real ¢ (x,y), bajo que condiciones puede ser

Funciones analiticas y mapeos conformes



parte real o imaginaria de una funcién analitica?,
es decir,

~

—~
N

-
|

¢ (z,y) +iv(z,y)

u(z,y) +i¢ (v,y)

para contestar a esta pregunta considere una
funcién analitica f (z) = u(x,y) + iv (z,y). Si es
analitica, u y v satisfacen la ecuaciones de Cauchy-
Riemann

ou ov

— = — 2.
oz dy (25)
ou ov

@z 9.
oy ox (26)

Si diferenciamos a la ecuacién 2.5 respecto a
x y ala 2.6 respecto a y, obtenemos

0%u B 0%v
o2 0x 0y
0%u B 0%v
> Oyow

Si consideramos que la funcién v y sus derivadas
son continuas, podemos invertir el orden de derivacién
de los lados derechos de la ecuaciones anteriores,
si sumamos ambas ecuaciones obtenemos:

P Fu
or? = oy2
Viu = 0

la ecuacién anterior se conoce como la Ecuacién
de Laplace
Con un procedimiento similar podemos obten-

er:
P P _

ox? = Oy?
Vv = 0

Funcién Armdénica

Decimos que una funcién ¢ (z,y) es arménica
en un dominio, si para dicho dominio se satisface
la ecuacién de Laplace, es decir,

0% 0%¢
W+8_y2 =0 (2.7)
Vi = 0

Ejemplo
La funcién ¢ (z,y) = 2% — y?, es arménica:

¢ ¢ B
CENCEE

Funciones analiticas y mapeos conformes

Teorema 11 Si una funcion es analitica en cier-
to dominio, su parte real y su parte imaginaria
son funciones armdnicas en dicho dominio.

Teorema 12 Dada una funcion real ¢ (x,y) ar-
mdnica en un dominio simplemente conexo D, ex-
iste una funcion analitica en D cuya parte real
es igual a ¢ (x,y). De manera similar existe una
funcion analitica en D cuya parte imaginaria es

igual a ¢ (z,y).

Funcién Arménica Conjugada

Dada una funcién arménica u (x,y), decimos
que v (z,y) es la funcién arménica conjugada de
w(z,y) st u(x,y)+iv(z,y) es analitica.

Teorema 13 Sea f (2) = u(z,y) + v (z,y) una

funcion analitica y sean C1,C,Cs ... y K1, Ko, K3, ...

constantes reales. La familia de curvas en el plano
xy (real) para las que

es ortogonal a la familia de curvas tales que
V= Ki

es decir, una curva de una de las familias inter-
seca a una curva de la otra familia a 90°, salvo
quizd en puntos en que f’ (z) = 0.

t
e @l vixy) =K,
v(xy) =K,

v(xy) = Ks

Plano Real

Ortogonalidad funciones arménicas conjugadas

Ejemplo

Demuestre que ¢ = 2% — 3zy? + 2y puede ser
parte real de una funcién analitica, encuentre la
parte imaginaria y verifique que forman familias
ortogonales.

Si es arménica puede ser parte real o imagi-
naria de una funcién analitica

0?¢ 0%¢
para encontrar la parte imaginaria utilizamos las
3

ecuaciones Cauchy-Riemann con v = ¢ = x° —
3zy? + 2y, es decir,

ou 9 5 Ov
oxr 3e° —3y" = y
ou v
& _9_ 2
y Oy oz

23
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o bien,
ov
e — 3 2 3 2
dy v v
ov
— = 6xzy—2
or e

este sistema de ecuaciones lo podemos inte-
grar, para ello tomamos la primera ecuacién, e
integramos

v o= /(3w273y2)8y
v = 3%y —y}+C(x)

si ahora sustuimos este resultado en la segunda
ecuacion

6xy+M = 6bzy—2
dz
dC (z)
ke 7 R
dz
C(x) = —-2x+4c¢

entonces,
v=32%y -3 -2z +ec
Sean las familias de curvas

(TE a:3—3a:y3+2yu:Ci
= 3x2yv—yg—2a¢+c:Ki

si derivamos con respecto a x

dy dy
2 2 u U
_ _ ALY Y AT
3z° — 3y;, — 62y, I + e 0
dy dy
3x2d—; + 6y, — 3y? d; -2 =0
despejando a las derivadas
dy, 3y2 — 322
de 2 —6zy,
dy, _ 2—6ay,
dv  3y2 — 322
es decir,

dyu _(dys\"
dr dx

por lo tanto son ortogonales.

Derivadas de funciones impor-
tantes

Funcién exponencial
Analiticidad de e*

24

La funcidén e® se puede expresar como
e” = e cosy +ie” seny
entonces

u = €e"cosy

= ¢eseny

y las ecuaciones de Cauchy-Riemann

ou ov

% = 3_y = € COosy

Ju Ov -

a—y = —% = —€ seny

se satisfacen para todo x y y, entonces como u y v
y sus derivadas son continuas en todo el plano, la
funcién e? es analitica en todo el plano complejo,
es decir, es funcién entera.

Derivada de ¢?

La derivada de e* la podemos obtener de

de? ou . Ov

iz~ oz 'ow
= e"cosy+ieseny

= e”(cosy +iseny)
de?
dz

z

Funcidnes trigonométricas

Analiticidad de las funciones trigonométri-

cas
Las funciones sen (z) y cos(z) son analiticas
por ser suma de funciones analiticas del tipo e®.
Las funciones 1.7, 1.8, 1.9 y 1.10 son analiticas
si el denominados es diferente de cero.
Derivadas de las funciones trigonométri-
cas

‘“@TI;(Z) = cos(2)
dcz_sZ(Z) = —sen(2)
‘“ad_f;(Z) — sec?(2)
d%@) —  tan (2)sec (2)
d%@) —  —cot (2)csc(2)

Funcién logaritmo
Podemos utilizar la forma polar de Log (z)
para estudiar su analiticidad, para ello utilizamos

Funciones analiticas y mapeos conformes



las ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma polar
(ecuaciones 2.3 y 2.4).

Log (z) =Inr + 6,

es decir,
u = Inr
= 0
y
Ou 11 _ [low _1
or r - rod r
ov 10u
&= - =%

por lo tanto se satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Reimann en todo el plano complejo ex-
cluyendo al origen. Por otro lado, las funciones u,
v y sus derivadas, son continuas en todo el plano
excepto sobre la parte negativa del eje imaginario,
la razén de ello es que existe un salto de 6 al
cruzar esta parte del eje, si nos acercamos por
abajo de él la funcién tiende a —m, y por arriba
a m, esto es, hay una discontinuidad de tamano
27. Finalmente, podemos concluir que la regién
de analiticidad de Log (z), es la zona del plano
complejo que excluye al origen y a la parte nega-
tiva del eje real.
Im(z)

Region no o

analitica f
< y

\

0~-mn
Regién de analiticidad de Log(z)

T »Re(z)

Derivada de Log (z): Para calcular la deriva-
da de Log (z), partimos de

z = e¥
di _ detdu
dz —  dw dz
dw
1 = eY—
€ dz
o
dz
dLOg (Z) _ e—Log(z)
dz
d L 1
— L = Og(z)
“lLog(2)) = e
d 1
— L - =
T lLog(2)) = 3

entonces la derivada del logaritmo complejo existe
en su regién de analiticidad y su valor es
1

L [Log ()] = - 29)

Funciones analiticas y mapeos conformes

Mapeo conforme

Sea la funcién analitica f (2) = u (z, y)+iv (z,y)
que define una correspondencia entre los puntos
de los espacios Z (plano (z,y)) y W (plano (u, v)).
Suponga que el punto (ug,vg) es la imagen del
punto (zo,yo0), suponga ademds que las curvas
Cy(z,y) v Ca(x,y) se intersecan en (zg,yo) v
tienen curvas imagen K; (u,v) y Ka (u,v) respec-
tivamente (las cuales se cortan en (ug,vo) en el
espacio imagen). Entonces se dice que el mapeo
es conforme en (g, yo) si el dngulo entre Cy (z,y)
y Cy(x,y) es igual tanto en direccién como en
sentido al dngulo entre K (u,v) y Ka (u,v).

y z v w
K. Ki

C: W=f(z) > v

(Uo,Vo)

Mapeo isogonal

Cuando en un mapeo las curvas Ki (u,v) y
K5 (u,v) sélo conservan la magnitud pero no el
angulo de C1 (z,y) y Cs (x, y) se dice que el mapeo
es isogonal.

Algunos mapeos
Traslacién: Un mapeo de este tipo desplaza
o traslada a la regién mapeada en direccién [ :

‘ =
Rotacién: Con este mapeo la regién en el

plano Z gira un angulo 6y :
w = ey

Ejemplo: f (z) = ze't

25



Alargamiento: Con esta transformacién las 2. Sea f(z) = u(z,y) +iv(x,y). Suponga que

figuras en el plano Z se alargan (a > 1) o contraen existe la segunda derivada f” (z) . Compruebe
(a < 1): que
_ Pu 0%
= / _ .
v [7(2) = Oz + “or?
Ejemplo: f (z) = 5 y
* & Pu 0%
" __guw 0oV
T 16 = -5 i

R 0 O O N ’ . 3. (En que regiones del plano son analiticas las
siguientes funciones?. Si existe la derivada

= ‘ encuentre su valor.
I ion:
nversion B flo) = 957 4 3
v ) = z4at
. )
Ejemplos f (2) = - ) = eyl

22

e*cosy + ierseny

4. En donde es analitica la funcién:

! =

Transformacién lineal: Es una combinacién
de traslacién, rotacién y alargamiento, dependi-
endo de los valores de v y 5 :

f(z) =rcosf+ir

5. (Para cudles valores de n la funcién 2™ —y"
es armoénica?

w=oaz+p 6. ;Cudles de las siguientes funciones son ar-
I ménicas?,j En qué dominio?
Ejemplo: f (2) = 25+ 4 4

¢ = wty
— _ _y
RN SN I I A (b - 2 + y2
RN I O L I 6 = o
: = ‘ 7. Determinar la regién de analiticidad de la
Transformacién fraccional: Una combinacién funcién
de traslacién, rotacién, alargamiento e inversién: F(2) = cos (%)
W= az+p con ad — By # 0. 8. Sea ¢ = 62%y? —a* —y* +y — 2z + 1. Com-
vz +4 pruebe que podria ser parte real o imagi-
) . naria de alguna funcién analitica. Si ¢ es la
EJemplo.) parte real de f (z) encuentre la parte imag-
I inaria. Si ¢ es la parte imaginaria de f (z)
IR encuentre la parte real.
— 9. Sea )
— f(z) = e
= .
demostrar que es entera y encontrar su deriva-
da.
Tarea 10. Sea f(z) una funcién entera. Si
T . . _a
1. ;Es la siguiente funcién continua en z = 37 F(z) = (6332 — 6y — 2+ 3)+i (12zy — 2y)
2 . .
f(z)= { (Z +9)/(z=3i), 2# 3 con f(0) =2 — i. Encuentre f(z). Calcular
62, z=23 f//(2 _ Z)

26 Funciones analiticas y mapeos conformes



11.

12.

13.

14.

15.

Suponga que f(z) = u+ iv es analitica y
que g (z) = v+ iu también lo es. Demuestre
que u y v deben ser constantes.

Suponga que f(z) = u + iv es analitica y
que f (z) = u—1iv también lo es. Demuestre
que u y v deben ser constantes.

FEncuentre a una funcién arménica conjuga-
da de
e*cosy + eY cosx + xy

Demostrar que la funcién
f(z) =coszcoshy —isinzsinhy
es analitica en todo el plano complejo y que

f1(z)==f(2)

Para la funcién f(z) = (z + i), demostrar
que

d(u,v) |, A2
G

en donde este ultimo es el jacobiano de la
transformacién

{ u = u(z,y)

v =v(z,y)

Funciones analiticas y mapeos conformes

27



28

Funciones analiticas y mapeos conformes



Capitulo 3

Integral de linea de funciones de variable

compleja

Integral de linea compleja

La clase de integral que aparece con mds fre-
cuencia en variable compleja es la integral de linea
compleja.

Curva suave a trozos

Una curva suave a trozos es una trayectoria
formada por un nidmero finito de arcos suaves con-
catenados.

Definicion

Sea la curva suave C, que va de A hasta B en
el plano complejo, se divide la curva en n arcos
como se muestra en la figura, los puntos de unién
tiene coordenadas (xo, o), (1, Y1) -, (Tn, Yn ). En

donde la variable compleja toma los valores z1, 2o, ...

Los incrementos en z se relacionan con x y y.

Azk = Al’k + ZAyk

sin— o0, Az — 0

Integral de linea de funciones de variable compleja

s Zn-

Ay =1Im(z)

4 Xn, YH
I<F
g____;zn
.:xn-ll Yna
X5,
LAz Nl’:; 2: Y2
X()r Y[J 21 X1/ Y1 2 X = Re(Z)

'

Curva suave sobre la que se integra f (2)

Definimos la integral de linea como

B ) n
/Cf(z) dz = /A f(z)dz = nlLHgOI;f(zk) Azy,
(3.1)

Para evaluar esta integral de linea compleja
tenemos que:

T 41y
dx + idy

y ademas

f(z) =u(z,y) +iv(z,y)

29



sustituyendo en la integral 3.1

/ F(z)ds = / [ (2, ) + iv (z,y)] (dz + idy)
A C

i{/cudwa/Cvdx]

es decir, a la integral de linea compleja la con-
vertimos cuatro integrales de linea reales.

Integracion paramétrica

Otro método para calcular la integral es uti-
lizar técnicas de integraciéon paramétrica. Sea C'
la curva sobre la que hay que integrar, usamos al
pardmetro t para describir a la curva

x=xz(t) yy=y() cont, <t<t, (3.3)

entonces sobre la curva

z (t) =z (t) + iy (¢) (3.4)
y
f(z) =1lz()] (3.5)
y el diferencial dz en términos de dt
dz
dz = Edt (3.6)

entonces la integral compleja

t dz
/C sed= [Croigd 6

se convierte en una integral real simple de la vari-
able t.

En general existen diferentes formas de elegir
a 3.3, la facilidad de hacer la integral depende en
gran medida de tal eleccién.
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/Cudx/cvder (3.2)
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Capitulo 4

Teorema integral de Cauchy-(Goursat

Sea f (z) analitica en un dominio simplemente
conexo D. Si C' es cualquier curva cerrada simple

en D=
% f(zx)dz=0 (4.1)
c

Re (z)‘

D es un dominio simplemente conexoy C € D.

Demostraciéon: Para demostrar lo anterior
se hace uso del teorema de Green en dos dimen-
siones, el cual sélo se enuncia a continuacion:

Teorema de Green (R?). Si C es una curva
cerrada simple que encierra a una regién A en el
plano y P (z,y) y Q (x,y) son funciones contin-
uas con deriwadas parciales continuas, entonces:

]{(de—I—Qdy // (8—Q—8—P) dady.

Teorema integral de Cauchy-Goursat

Por otro lado, sea la integral compleja

j{Cf(z)dz - jfc(ww)(dxﬂ'dy)
- jfc (udz + (—v) dy)

—I—i% (vdz + udy)
c

aplicando el teorema de Green a las dos integrales
se tiene que:

frs - [ (55
“//@‘—y)“y

Si la funcién es analitica sobre y dentro de C, para

todo el dominio de integracién A se satisfacen las

; . ; Ou _ Ov ; Qu _
ecuaciones de Cauchy-Riemann 3% = oy Y oy =

—%. Entonces en la tdltima integral se tiene que

%Cf(z)dZZ//Adedy—l-i//Adedy

o bien

fcf(z)dzzﬂ
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Corolarios

Independencia de la trayectoria

Sea f (z) analitica en un dominio simplemente
conexo Dy que zp y z1 € D. Sean C y Cy curvas
desde zg a z1 en D =

fR)dz= [ f(z)dz, (4.2)
C1 Cs

es decir, § f (z)dz es independiente de la trayec-
toria por lo que podemos escoger la trayectoria
miés fécil de integrar.

4Im(z)

D

Re (Z).

Independencia de la trayectoria

Antiderivada

Sea f (z) analitica en un dominio simplemente
conexo D. = existe una funcion F' (z) que es analiti-
ca en D, tal que para z € D

dF (z)
dz

=) (4.3)

con este resultado,

/;2 f(2)dz

I
c\
N
QU
&S|
~
S~—

QU
Q

Deformacion

Decimos que dos curvas C'y K son homotoépi-
cas si podemos deformar a C' hasta llegar a K (o
K hasta llegar a C') de manera continua, es decir,
sin pasar por puntos no analiticos.

Sea f (z) analitica en un dominio simplemente
conexo D excepto en zg, sean C'y K dos curvas
homotdpicas que encierran a zg =

fc F(2)dz = f[}( () dz (4.4)
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Capitulo 5

Foérmulas integrales de Cauchy

Un corolario adicional al teorema integral de
Cauchy se conoce como la férmula integral de
Cauchy. Dicho corolario es tan importante que
enuncia de manera separada.

Foérmula integral de Cauchy

Sea f (z) analitica en un dominio simplemente
conexo D. Sea zy cualquier punto de D y sea C
cualquier curva cerrada simple en D que encierra
a zp. Entonces

_ 1 (2)
f(zo)—% Cz—zodz

es decir, la funcion en zg, esta relacionada con
la funcién en C, este es un resultado muy impor-
tante en variable compleja. Se puede utilizar este
resultado para calcular integrales si lo ponemos
como
f(z)

La ecuacién 5.1 se conoce como la férmula inte-
gral de Cauchy y es una herramienta muy poderosa

para calcular integrales.

Férmulas integrales de Cauchy

Im(z)

L.

Re(z)

»
e

El punto zp estd dentro de C

Im(z) Im(z)

D Re(z) | D Re(z)

No se aplica la férmula de Cauchy

Derivadas de funciones analiticas

Sea f (z) analitica en un dominio simplemente
conexo D. Sea zy cualquier punto de D y sea C
cualquier curva cerrada simple en D que encierra

a zp. Entonces
|
_ % &,
21 C (Z — ZO)’VL—‘,-

es decir, no sélo la funcién en zg, esta rela-

£ (20)
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cionada con la funcién en C, sino sus derivadas.
Este resultado se puede utilizar para calcular in-
tegrales si lo reordenamos

f(Z) 2mi (n) Py
7{7 o= ) 62)

— 2

La ecuacién 5.2 se conoce como la férmula in-
tegral de Cauchy para derivadas superiores y es
una herramienta muy poderosa para calcular in-
tegrales.

Extensidn de la formula integral de Cauchy
para una anillo

Un anillo con centro en w es un dominio aco-
tado D, de 2’s que satisfacen a

r<l|z—w| <R

Sea C.. la circunferencia |z —w| = r, y sea
Cr la circunferencia |z — w| = R orientadas en
sentido antihorario. Si f (z) es analitica en D, C,
y Cr = para cualquier zy € D

FRV OIS W aNIO)
2mi Jeo, 2 — 20 2mi Jo, 2 — 20
(5.3)

f(20) =

Férmula de Cauchy para una anillo.

Ejercicios de Tarea

1
/ zdz
i

sobre las trayectorias

1. Evalie a:

a)C : z+y=1
b)C : y=(1-z)

/ezdz

a)dez=0az=1pory=0,b)dez=1
az=1+iporz=1

2. Evalte a:

34

3. Integre

1
/ 1dz
—1 z

por C' : medio circulo unitario con centro en
el origen, en el semiplano superior

/ Zdz
1

por C : circulo unitario con centro en el
origen, en el primer cuadrante.

4. Integre

5. ;A cudl de las siguientes integrales se aplica
directamente el teorema de Cauchy-Goursat?

Por qué?
a)

j{ cos z

Z‘ 1 z + 2

b)
j{ Coszdz
|o42|=2 Z 1+ 2
¢)
% coszd
lz—1|= 4Z+2
d)
j{ log zdz
|z+i|=1
e)
% log zdz
|z—1—i|=1
f)
1—|—ez
9)

1
j[ —dz
|z|=3 1—e
6. Demuestre que

7{ log 2z ds — ?{ log z "
ls—gj=2 (2 +1) (2 = 3) lo—g|=2 4 (2 —3)

7. Evalte las siguientes integrales a lo largo de

la curva y = /z
9+3i
/ e**dz
14i

a)
9431
/ zcos zdz
1+i

Férmulas integrales de Cauchy



8. (Cual es el error en: 13. *Evalue

1+i 2|1+ L(22+E) dz
/ Zdz = —
0 2

=—i7?
0 C : el segmento de recta que vade 1 414 a
9. Evalie las integrales:
a)

3+ 3i.

14. *Calcular a la integral real

27 3
j{ dz / . — 1
(-2 o ©5—4cosd

alrededor de usando el cambio de variable z = e
2 2 *
z” n Yy 1 15. *Calcular
9 16 j{ sin 2z d
z
b) 2|=2 25— 3i2% — 3z +1i
L 7{ cosz +sinz »
2mi | (22 +25) (2 +1) 16. *Calcular p
z
alrededor de /C 2219
$_2+y_2:1 con C :a)|z—3i =1;b) |z+3i] = 1; ¢
9 16 |z — 3i| + |z + 3i| = 10.

cosh z &
224241
alrededor de

(z—1°+@y-1)%*=1

% sin (e* 4 cos 2) &
(z—1)*(2+3)

alrededor de

+y? =1

/Qi %
2 E

por el arco de circunferencia con radio 2 y
centro en el origen, en sentido horario.

si C encierra a —7.

10. *Calcular

11. *Calcular

12. *Calcular la integral

1 e?
211 C z (1 — Z)

si C' a) no encierra a z = 1; b) no encierra
a z = 0; ¢) encierra a ambos.

Férmulas integrales de Cauchy 35
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Capitulo 6

Serie Laurent y teorema del residuo

Series Complejas

Sucesion: Una regla que asigna a cada entero
positivo n un nimero complejo. Al n-ésimo térmi-
no de la sucesioén lo denotamos z,, y a la sucesién

Suma parcial: Sea {z,} una sucesién com-
pleja. Definimos las n-ésima suma parcial .S,, co-
mo la suma de los primeros n-términos de la suce-

sion {z, }:
n
5% ::EE:ZT
i=1

A su vez {S,} es una sucesién compleja. Si esta
sucesién de sumas parciales converge decimos que

la serie infinita:
o0
> %
=1

converge.
Teorema: Sea z, = z, + 1y, —

L) 3072, zj converge < > 7% xi y 30, Y
convergen.

2. )Z;ilxj _)ayz;ilyj _)b@Z;iij -
a +1b.
Teorema: Si } 72, z; converge = {z,} —
0.
Este resultado se utiliza para saber si la se-
rie diverge, es decir, si {z,} — L # 0, 3372, 2

Serie Laurent y teorema del residuo

diverge, pero si {z,} — 0, el teorema no da infor-
macién.
Ejemplo.- {£} — 0 pero >0 | + diverge
JeIPIO. n p n=1n 8 oo
Convergencia absoluta: Sila serie real 3 777, |z
. . o0
converge, se dice que la serie ) .7, z; converge
absolutamente.
¢ . oo o0
Ademds si Y777, |zj| converge = > 777, z;
también converge.
Criterio de la razén: Sea z, # 0 para cada
n, y suponga que

Zn+1
Zn

lim

n—oo

1. >0 | zn converge si 0 < ¢ < 1.

2. > | 2, diverge si ¢ > 1.

Series de potencias complejas

Sean zg,ag, aj, as, ... nimeros complejos da-

dos. Una serie
Z an (z — 20)" = ap+a1 (z — z0)+az (2 — ZO)2+~~

n=0

se llama una serie de potencias con centro en zg y
secesion de coeficientes {a,, } . La serie empieza en
la potencia 0 para permitir el término constante.
La serie converge en zg a ag.
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Teorema: Suponga que 302 an (2 —20)" con-  Serie de Taylor compleja

verge para z; # zo. Entonces la serie converge
para toda z tal que |z — zg| < |21 — 20|

Supongamos que Y a, (z — z9)" tiene ra-

Disco de Convergencia

dio de convergencia R. Si definimos

z) = Z an (z — 20)"
n=0

Evaluando en zj,

f(z0) = ao
apg = f(Zo)

y evaluando en zy a la derivada k-ésima

El maximo valor de R se llama radio de con-
vergencia, y el disco que forma, disco de conver-
gencia. Existen tres posibilidades para el radio de f (k) (20)
convergencia R.

o0

Z (n—1)..(n—k+1)a, (0)"

k(k—=1)..(1)ax

f(k) (20)
k!

Sustituyendo estos resultados obtenemos:

F® ()
1. R— >
a
2. R=0
3. 0<R<

Teorema: Dada la serie de potencias Y2 a,, (2 — z0)"
, que converge para algin z1 # 2, existe R (posi-
blemente R — 00), tal que la serie converge abso-
lutamente si |z — 29| < R, y diverge si |z — zp| >
R.

Teorema: Suponga que > - a, (2 — zo)" tiene
radio de convergencia R, con R # 0. Para |z — zo| <

R, sea f(z)=> 0" an(z—20)" . Entonces: Teorema

1. f(z) es analitica para |z — 29| < R.

2. Para las derivadas tenemos:

(n) (20) (2 — )"

Zf

Seme de Taylor

Una serie de Taylor con 2y = 0, se llama serie
de Maclaurin.

Si f (%) es analitica en zy entonces tiene rep-
resentacién en serie de Taylor para todo z dentro
un disco con centro en zg.

"(2) = Z nan (z — 20)" " Algunas series de Taylor complejas

y
f®) () = Zn(n —1e(n—k+1)an(z—20)""
n==k

3. Si C es una curva suave a pedazos cuya gra-
fica esta dentro del disco de convergencia de
la serie de potencias

/Cf(z)dz:gan/c(z—zo)”dz

38

sin z

COS 2

n=0
o _1)“ Z2n+1
N nz::o (2n+1)!
~  (2n)!
= Zz" Hzl <1
n=0
= Z (=)™ 2"zl <1
n=0

Serie Laurent y teorema del residuo
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Serie de Laurent compleja

Sea f(z) analitica en el anillo 71 < |z — 2] <
ro. Entonces para z en este anillo,

n=oo

f(Z): Z an(zfzo)na

n—=——oo
en donde

0w

ap = i . (w_ 0)n+1 w

y C es cualquier circunferencia |z — 29| = p con
r < p<rsa.

SSSlse="T Re(2)
Anillo de Laurent

Ejemplos:

11
er = Z :0< 2] < 0

nl zn
n=0

CoS 2 > 1
— _1 n 2n—
25 Z (=1) (2n)! :

Pi0< |z < o0

Teorema del Residuo

Clasificacion de singularidades

Si f(#) es analftica en un anillo 0 < |z — 2o| <
00 pero no en zg, decimos que f(z) tiene una sin-
gularidad aislada en zj.

Sea f(z) una funcién con una singularidad ais-
lada en zgy. Si desarrollamos en serie de Laurent:

n=oo

f2)= ) an(z—z)"

n—=—oo

Zp es:

» Una singularidad removible.- Si no aparecen
potencias negativas de z — zy en la serie de
Laurent.

Serie Laurent y teorema del residuo

= Una singularidad esencial.- Si aparecen una
infinidad de potencias negativas de z — zg.

= Una sigularidad polar con un polo de orden
m.- Si m es un entero positivo y (z — 29)” "
aparece en esta serie pero no aparecen po-
tencias mas negativas (-1 = Gm—2 = ... =
0).

Ejemplos:
Singularidad removible

sinz e 1
_ _ 1\ 2n
=Y (-1 PP

z
n=0

Singularidad esencial

n=oo 1
1/(2—1) —
¢ X:: n! 271

Polo de orden 3
1

(z+1i)°

Ceros de una funcién

Una funcién tiene un cero en zo si f(z) es
analitica en zp y f(29) = 0. Decimos que una
funcién tiene un cero de orden m en zq si:

F(z0) = f'(20) = . = F0" 7D (20) = 0
pero
£ (z0) # 0.

Ejemplos:

z™ tiene un cero de orden m en 0.

sin? (z) tiene un cero de orden 2 en 7.

Teorema: Sea h(z) una funcién con un cero
de orden m en z. Sea g(z) una funcién analitica
en zg, o con una singularidad removible en zy y
ademds

lim g(z) #0

z—20
entonces: )
g(z
fz) = h(z)
tiene un polo de orden m en zg.
Ejemplo
eZ
23

polo de orden 3 en 0.
cos z
(z—i)°
polo de orden 5 en 1.
cos (2)
sin (2)

polo simple en nmw.
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Residuos
Si desarrollamos a f (z) en serie de Laurent

f(z)
a_o a_1

" T e

Definimos al residuo de f(z) en la singulari-
dad zy como el coeficiente a_; en su desarrollo en
serie de Laurent.

fzesf () =a_4

De la formula de los coeficientes de Laurent

tenemos:
~ omi j{ f(z

% f(2)dz =2mia_4
c

Esta ultima férmula es frecuentemente usada
para resolver la integral.

o bien,

Ejemplos:
Resel/(*~1) =1
1
icos (32) il n 22
POOSOE) LN (o1 =
3z 3z Z( ) (2n)!
n=0
icos (3z) )
Res ———— = =
00 32 3

Teorema del Residuo

Sea f (z) analitica en un dominio D, excep-
to en los puntos zi, 2s, ..., 2p, donde f(z) tiene
singularidades. Sea C' una curva cerrada suave a
pedazos en D que encierra a zy, 23, ..., .=

ff dz-27rzZResf

4Im(z)

D C

Re(z)
C encierra a las sigularidades 21, 22, ..., 2,

40

+ao+a(z—2)+ ...

Ejemplo: Si C encierra al origen. Encontrar

j{ sen2(z)dz
C z

tenemos que:

sen(z) 1 Z(—l)" H2n+1
22 C22 (2n +1)!
Res senz(z) _ 9
0z

j[ SGHZ(Z) dz = 273
C z

Residuos y polos
Sea f (z) con un polo de orden m en zp. =

m—1

[(z = 20)™ £ (2)]

1 .
f;e))sf (2) = (m —1)! zh—>nzlo dzm—1

esta es una forma mas facil de calcular los residuos
de una funcién, siempre y cuando f (z) tenga un
polo de orden m.

Ejemplo: Si C encierra al origen. Utilizar el
teorema anterior para calcular:

7{ COSQ(Z)dZ
C z

La funcién cos (z) /22 tiene un polo de orden 2 en
z =0, entonces m =2y

cos (2) 1 ., d 2 cos (2)
] = lim — — =
Roes o Z—1) Hm . {(z 0) 0

j{ COSQ(Z)dZ _0
C z

Ejercicios de tarea,

entonces

1. Demuestre que las siguientes series divergen
en la region indicada

o0
a) Y nz"en |zl >1

=
M2 1

2 (22)" en |2[ > 1/2

3
I
—

e en Im(2) <0

&
18

3
Il
o

2. Use el criterio del cociente para demostrar
que las siguientes series convergen

oo o
a) > nle™ % enlIm(z) >0

n=0

Serie Laurent y teorema del residuo



2
b) > —iop en |z| >0

n=1

3. Desarrolle en serie de Taylor y encuentre la
regién de convergencia de:

a

b

=

, alrededor dez=1+1

7 alrededor de z = ¢

d) 22>+ z+1, alrededor de z =0

)
) 1
c) Z, alrededor de z =ir
)
e) 22+ 2+ 1, alrededor de z =i

4. Encuentre los coeficientes y el disco de con-
vergencia de:

a) g = nijocn (z—1)"
2

n
1 o)
C) m = nzz:o cn "

1 B 00
d) (1+Z)2 = nz::O ann

6) m = nX_:Oann
(o]

N eoem =2 mkE-D"

n=0

5. Desarrolle en serie de Laurent a:

1
z—3

en potencias de (z — 1) , determine en que
regién converge.

6. Desarrolle en serie de Laurent a:
N S
(z—1)(2—3)

en potencias de (z — 1) , determine en que
regién converge.

7. Desarrolle en serie de Laurent a:
1
(z—1)z

en potencias de (z — 1) , determine en que
regién converge.

8. Desarrolle en serie de Laurent y encuentre
el anillo de convergencia de:

— COS 2
z

Serie Laurent y teorema del residuo

9. Desarrolle en serie de Laurent y encuentre
el anillo de convergencia de:

24 COS —
z

10. Desarrolle en serie de Laurent y encuentre
el anillo de convergencia de:

Zel/(z—l)

11. Calcule los residuos de:

a)

eZ

(22 41) 22
b)

tan z

12. Utilice expansiones en serie de Laurent para
evaluar por el método de residuos a las in-
tegrales:

a)

1
j[ 23 cos =dz
|z+14i|=4 z

sin z
% 5 dz
|z|]=1 %

13. Encuentre los residuos por polos e integre:

a)

sin z
7{ ——dz
|z|]=3 sinh” z
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Capitulo 7

Aplicacién del analisis

Fractales

Conjunto de Mandelbrot
Considere al conjunto de puntos C en el plano
de Argand tales que en:
2 224 C

con drbita cero, o bien,

Zntl = zg,—l—C
zZ0 = 0

z permance acotado,

< 00.

lim z,

n—oo

Por ejemplosi C = 1,{z,} ={0,1,2,5,26,...,00}
por lo cual C' = 1 no pertenece al conjunto. Por
otro lado, si C =i se tiene que

{zn} = {0,4, (=1 +1), —i, (~1 + 1), —4,...} < 00

por lo tanto pertenece al conjunto.

El conjunto estd acotado y cabe dentro de
|z] < 2. Douady y Hubbard mostraron que el con-
junto es conexo. Si se grafican algunos puntos del
conjunto en el plano complejo se obtiene la sigu-
iente figura.

Aplicacién del andlisis complejo

complejo

En otros colores.

La frontera del conjunto de Mandelbrot es un
fractal. El drea que ocupa el conjunto se ha esti-

mado en 1.50659177 £ 0,00000008.
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Fendmenos de transporte

Muchos de los problemas de naturaleza difu-
siva o dispersiva en estado estacionario se pueden
modelar mediante la ecuacién

V) = 0.

Algunos de los fenémenos que se medelan medi-
ante la ecuacién anterior son:

» Transferencia de calor en estado estacionario
(temperatura).

= Difusién de especies quimicas en estado esta-
cionario (concentracion).

= Un campo eléctrico en un espacio sin cargas
(campo eléctrico).

= Un campo magnético en el vacio (campo
magnético).

= La presién en un medio poroso (presion).

= Flujo potencial en un fluido (Funcién de
corriente).

Lo anterior significa que todas estas variables,
temperatura, concentracién, etc. son funciones ar-
monicas y entonces pueden ser parte real o imagi-
naria de una funcién analitica compleja y ademads
satisfacen el siguiente teorema.

Teorema. Sea w = f (z) una funcién analitica
que transforma el dominio D del plano z en un
dominio D; del plano w. Sea ¢, (u,v) una funcién
arménica en D1, es decir,

9%¢, n 0%,

ou? o2 0

Entonces introduciendo el cambio de variables da-
do por

U(Q?,y)—i—l?)(l‘,y):f(,?,’) =w

se tiene que ¢ (z,y) = ¢y (u(2,1) v (2,y)) es ar-
moénica en D, es decir,

¢ 6 _
oz Oy

Lo anterior significa que cuando una funcién ar-
moénica es trasformada medianto un mapeo con-
forme ésta sigue siendo arménica.
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Transferencia de calor

Supédnga el problema de un intercambiador de
calor consistente en un cilindro con un canal de-
scentrado dentro de él tal como se muestra en el
plano zy de la figura siguiente.

w=(z-3)/(3z-1)

La temperatura en la cavidad interior es de
100°C y la de la superficie exterior del cilindro es
de 0°C'. La ecuacién que rige a la transferencia de
calor es:

o*T  0°T
—_— — = O
ox?  Oy?
Las condiciones de frontera las podemos poner en
términos de variable compleja

T = Oen |2|=1

T = 100 en

Z——|=—

10 10

El problema visto desde un punto de vista de vari-
able compleja consiste en encontrar una funcién
armonica en la regién entre |z[ = 1y [z — 35| =
3/10 que satisfazga las condiciones de frontera an-
teriores. El mapeo

w z—3
C3z-1

transforma a:

|zl =1en |w|=1

=—en |w=3

tal como se muestra en la figura anterior. En el
espacio w el problema se reduce a encontrar la
funcién armoénica tal que cumpla con las condi-
ciones de frontera

T = Oen |w=1
T = 100en |w| =3

Este ultimo problema se reduce a resolver el sigu-
iente problema

or oT |
u2 o2

Aplicaciéon del analisis complejo



pero este problema tiene simetria en el dngulo,
es decir, la solucion sélo debe depender de la dis-
tancia al origen, entonces es adecuado resolver la
ecuacién en coordenadas polares

T 0 (0T _
a2 or\"ar ) T

. . . 92
debido a la simetria %Tf =0

d(dry _
dr dr n
dT
2 - A
Tdr
T = Alnr+B

aplicando las condiciones de frontera se tiene
que

0 = Alnl1+B
100 = Aln3+B
o bien
100 = Aln3
100
A -
In3
B =0
entonces
100 100
T ﬁ 11'1 T ﬁ 1 |w|

para regresar al espacio original

z—3 (x—3)° + 42

3z -1 (3z —1)° + 992

entonces la solucion es:

1 1
S T P T/

<m— 2
In3 1n3 3:5—1 +9y

1 2
r = D
In3 (33:— 1) —|—9y

la figura siguiente muestra la solucién en el espa-
cio original

Aplicacién del andlisis complejo

Difusiéon molecular

Considere un depésito lleno de un fluido en
reposo, el depdsito es tan grande que puede con-
siderarse seminfinito (ocupa el plano y > 0). En
y = 0 se tiene que para x < —1 el recipiente estd
en contacto con una placa que cede por disolven-
cia una especie quimica, la concentracién en esta
regién es C' = 1, por otro lado en y = 0 se tiene
que para x > 1 el recipiente consume mediante
una reaccién quimica a dicha especie, entonces la
concentracién en esta regién es C' = 0. Por otro
lado, la regién en —1 < x < 1 es impermeable. La

figura siguiente muestra a detalle lo anterior.
y

X
C=1 -1

Zona impermeable 1 C=0

El problema matemaético anterior tiene la for-
ma:

0%C n 0*C

ox?2  Oy?

sujeta a las condiciones de frontera

=0

Cly=0,z<-1) = 1
Cy=0,z>1) = 0

(&) - o
dy y=0,—1<z<1

Con el mapeo
z =sinw

la regién se transforma a:
El problema en este plano es
0’C  9*°C
— +—55=0
ou?  Ov?
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-2 Zona impermeable /2

Figura 7-1

sujeta a las condiciones de frontera

C(u:g) -0

Por simetria, en este espacio el problema se
simplifica a:

d*C

du?

C(u:g) -0

C’(u:—g> -1

C=Au+B

es decir,

aplicando las condiciones de frontera

2
0
2+
, se obtiene: A = _% B = %
u 1
C=—=+4=
T2

necesitamos obtener a u en términos de x e y.
Para ello,

z =z + 1y = sinw = sinu coshv + 7 cosu sinh v
o bien

= sinwcoshv

= cosusinhv

si utilizamos que cosh?v — sinh?v = 1 se ob-

tiene
2 y?

sinu  cos?u

si se tiene que cos?u =1 —sin®u
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2 2

x
- o y. 2 =1
sin“u 1—sin“u
z? (1 — sin? u) —y?sinu = (1 — sin® u) sin®
. . . . 2
22 — 2?sin®u —y?sinu = sin’u— (sm2 u)

(sin2 u)2 — (:c2 +9 + 1) sinu+ 22 =0

cuya solucién es:

2 x2+y2+1i\/($2+y2+1)2—4332
sin“u =

2
x2+y2+1j:\/(x2+y2+1)2—4x2
sinu:j:\ 5
) x2+y2+1i\/(1:2+y2+1)2—4$2
u = sin~ 5

entonces la solucién en términos de x y y es:

C’:_E+_
™

2

Aplicaciéon del analisis complejo
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Capitulo 8

Series de Fourier

Funciones periodicas y sefales
fisicas

Una funcién f(t) es periodica si satisface la
relacién:

f#)=f@t+mT) (8.1)

donde m = 0,£1,42,... y T es un nimero real
positivo conocido como el periodo. Una medida
del niimero de repeticiones por unidad de t es la
frecuencia, f, la cual se define como:

f=7 (8.2)

una medida alternativa del nimero de repeticiones
es la frecuenca angula o circular, la cual se define
como:

2
w=27rf=—7r

=L (8.3)

En la naturaleza existen muchas senales fisicas
de naturaleza periodica, para su estudio en inge-
nieria dichas senales son almacenadas en formato
digital o analégico. Ejemplos de senales periodi-
cas se puede ver en las 51gulentes imégenes.

nw i} LLESE DT

Series de Fourier

ﬂ 1 —Lﬂﬂ -\- ?- ':'-I_" "

u\l\ \ l‘l\!y '

L AVAVAVRVAYAYE

Funciones ortogonales

Algebra lineal
Sea S ={s,,+} un espacio de dimensién n en
donde esta definida una operacién interna:

S1 82 (84)

A cualquier elemento del espacio s lo podemos
representar como:

s = i Xt (8.5)
=1

en donde el conjunto {¢;(t)} se llama base de S 'y
es linealmente independiente y ortogonal, (genera
al espacio),

0 i#j
¢ d’{?éo i=j

Las \; son constantes y se obtienen a partir
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de:
s = ZM@'
i=1
s-¢; = Z)\i¢i'¢j
i—1
$:¢; = Ao 9,
PRy
A= — 8.6
Funciones

El producto interno para funciones se define
para el intervalo a < t < b como

b
fi(t)o fa(t) = / f1(t) f5 (t)dt.

Un conjunto de funciones {¢;(¢)} es ortogo-
nal en un intervalo a < ¢t < b si para dos fun-
ciones cualesquiera del conjunto ¢,, (t) vy @, (¢),
se cumple:

b
/ ¢m (t) (b:z (t) dt = 6mnrn,

en donde 0,,, es la delta de Kronecker que se
define como:

1 sim=n
5mn:{ 0 sim;én . (87)

Definicién de la Serie de Fourier

Considere al espacio infinito de funciones per-
iédicas con perfodo T, (f (t) = f (¢t +T)) y al con-
junto de funciones

{1, cos (nwot) , sen (nwet)} : n =1,2, ...
en donde
2m .
wo = = (frecuencia angular)

Demostremos que el conjunto es ortogonal en
el intervalo —T/2 <t < T/2.

T
2T 1) () dt =T
2
z
/ i 1 cos (nwot) dt =0
/ ; 1sen (nwot) dt =0
-2
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Nl

cos (nwot) sen (mwot) dt = 0

[
| l\
v

T
sen (nwot) sen (mwot) dt = (5mn§

SEREVIS

/

/ cos (nwot) cos (mwot) dt = 5mn§

Sl

entonces a cualquier funcién periédica de €2 la
podemos expresar como una combinacién lineal
de la base {1, cos (nwot) , sen (nwot) }:

1 (o] o0
f@= 540 + Z ap, cos (nwot) + Z by, sen (nwot)
(8.8)
en donde los coeficientes los obtenemos a par-

tir de la ecuacion (8.6)

n=1 n=1

@ — %/_%f(t)dt (8.9)

f?% f () cos (nwot) dt

a, = —=
J 2z cos (nwot) cos (nwot) dt
9 %
ay = T/T 1 (t) cos (nwot)dt  (8.10)
f,%z [ (t) sen (nwot) dt
b, = ——2
ffz sen (nwot) sen (nwot) dt
9 [T
bn = f/ f(t)sen (nwet)dt  (8.11)

Una representacién alternativa de la serie de
Fourier es:

F(t)=Ag+ ) Apsen (nwot +¢,)  (8.12)
n=1

recordando que:

Apsen (nwot + ¢,,) = A, cos(¢,)sen (ngtd3)
+A,, sen (¢,,) cos (nwot)

y definiendo

b, = A,cos(e,)
anp = Apsen(e,)

se llega a la serie definida en la ecuacién 8.8.

Series de Fourier



Condiciones de Dirichlet
Una funcién f (t) se puede representar en serie
de Fourier si se cumple que:

» La funcién tiene un nudmero finito de dis-
continuidades en un periodo.

» La funcién tiene un nimero finito de maxi-
mos y minimos en un periodo.

La integral del valor absoluto de la funcién es

finita:
T/2
/ IF (8)] dt < .
—T/2

Las condiciones de Dirichlet son suficientes pero
no necesarias, las condiciones necesarias y sufi-
cientes fueron encontradas por Carleson (L. Car-
leson, On convergence and growth of partial sums
of Fourier series, Acta Math. 116 (1966), 135-
157.) y generalizadas por Hunt (R. A. Hunt, On
the convergence of Fourier series en Orthogonal
Expansions and their Continuous Analogues (Proc.
Conf., Edwardsville, Ill., 1967), Southern Illinois
Univ. Press, Carbondale, 1968, 235-255). Atin enun-
ciar dichas condiciones estd fuera del alcance de
este curso.

Aproximacién por Fourier
Sean las sumas parciales:

Sk (t) = % + Z (ay, cos (nwot) + by, sen (nwt)) ,
n=1
ep(t) = Z (@, cos (nwot) + by, sen (nwot)) ,
n=k+1

la funcion f (¢) en términos de Sy (£) y ex (£) es:
f@) =8k (t) +ex(t)
podemos aproximar a f (t) como:
f(t) = Sk(t).

Para medir que tan buena es la aproximacion
f(t) = Sk (t), definimos al error cuadrético medio,

Ek:
T/2
B — _/
T/2
T/2 ag 1 2
By = —/ — =) (a2 +07)
/2 22::

si B, es pequeno la aproximacion es vilida.

Series de Fourier

Fenémeno de Gibbs

Cuando una funcién se aproxima por una serie
parcial de Fourier, habrd un error considerable en
las vecindad de las discontinuidades.

Ejemplo
La funcién
—T<t<O0
0 { O<t<m
f@® = fit+2m)
tiene un desarrollo en serie de Fourier:
_4 i in[(2n —1)¢]
= 2n — 1

utilizando los primeros 20 términos

( ) ~ 4 220 sin[(2n—1)t

(2n—1)

4 sin((2n—1)t)
Z (2n 1)

y
AAA AN
1/ywv YW

en este caso el error cuadratico medio sera:
T/2
=T f T/2 dt — 3 Zn 1 n

Ek_1—?zn | Gtz = 0.,01013

los pI‘lmeI‘Ob 1000

( ) ~ 21000 sin[(2n—1)t

(2n—1)

el error cuadratico medio seré:

T/2 1000
Ek—Tfé/Q FOPdt—150%% a2

Ev=1-5%Y1 5l = 2.0264 x 1074

51



Fourier en las discontinuidades

En un punto singular ts la serie de Fourier
converge a

L im0+ 1im £0)], (8.14)

2 |t —t, ty—tg

es decir, aunque la funcién no exista en tg, su
desarrollo en serie de Fourier existe y su valor esta
dado por 8.14.

Teorema de Parseval
Si ag, a, y by, son los coeficientes en la expasién

en serie de Fourier de la funcién f (¢) = f (¢t +T) .
Entonces:
T/2 a2 1
= dt ==+ =) (a2 +b2)
/ /2 OF 173 X::

(8.15)
este valor representa a la potencia contenida en
la senal.

Simetrias (propiedades de paridad)

Con frecuencia las simetrias simplifican a los
problemas matematicos. En el caso de series de
Fourier, utilizaremos a la simetria en la paridad
para simplificar el problema.

Funciones pares e impares

Una funcién es par si se cumple que

e impar si
f(t)=—f(=t)

En el caso de funciones pares el desarrollo en
serie de Fourier es:

f@)= %ao + Z ap, cos (nwot)

n=1

y para impares

= Z by, sen (nwot)
n=1

Es decir, sélo se necesitan calcular ag y ay,
para funciones pares, y sélo b,, para impares.
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Derivacion e Integracion de Series de Fourier

Derivacién

Sea la serie de Fourier:

ft)= %ag + Z [an, cos (nwot) + by, sen (nwot)]

n=1

si derivamos término a término obtenemos:

oo

@)= Z nwo [by, cos (nwot) — a, sen (nwot)] .

n=1

El término extra que aparece al derivar, nwo,
disminuye el grado de convergencia de la serie, lle-
gando ésta incluso a diverger. Note que la deriva-
da sdlo esta definida en donde la funcién es con-
tinua. La derivacién en los puntos singulares se
verd mds adelante.

Integracion

Sea la serie de Fourier

1

ft)= 200 + Z [an, cos (nwot) + by, sen (nwot)]

n=1
si integramos término a término

oo

/f = —aot—l—z an [an, sen (nwot) — by, cos (nwot)]+C
0

El término extra que aparece al derivar 1/nwq
aumenta el grado de convergencia de la serie. La
integracion esta definida atin en los puntos singu-
lares.

Ejemplos

Considere a la funcién

0 para —mw<t<-—m/2

fit) = 1 para —7w/2<t<m/2
0 para +7/2<t<mw
F@) = f(t+2m)

Como es una funcién par

f@)= %ao + Z an, cos (nwot)

n=1

Series de Fourier



Delta de Dirac, ¢

Z La delta de Dirac es una regla de seleccién (no
2 ¥ es funcién) que se define como:
aygy = f (t) dt
21 J_z2x
2 6(t)_{oo para t =0
1 [" -
P _/ £ () dt 0 parat #0
™ —T
) )2 /2 . Algunas propiedades de la delta de Dirac son:
= —[/ 0dt+/ dt—l—/ Odt} oo 0o
T —m/2 /2 / J@)H (t—a)dt= / f(t)dt
1 w/2 1 - —00 a
- = V dt] - t|_/f/2 -
T i / 5 (t)dt =
1 —0
= Zfr/2— (~/2) N
o [ soiwd=ro
2 (% ~
@ = 5 f (t) cos (nwot) dt / (t—a)f(t)dt=[(a)
T —00
-3
z dH (1)
1 _
= - /2 cos (nt) dt dt o®)
m J_ =
2
2 ™
= — Sen (—) . ., -
nm 2 Derivacién en puntos singulares
o bien, Considere a la funcién f (t) que tiene discon-
oo tinuidades subitas aq, as,as, ... en t1,t2,t3,... , ¥
f@) = 1 2 Z l <7r_) cos (nwot) la funcién f’ (t) que esta definida en todo ¢ ex-
2 T 2 cepto en las discontinuidades.
12— (1) Definimos a la funcién
= 3 ;Z S 1Cos((n—l))
n=1 g(t)=f(t) = axH (t—tx)
b+ 20 S cos(2n— 1))

La funcién g (t) es continua en todas partes y su
derivada es

075 T g/ (t) = f/ (t) - Z ak5 (t - tk)
k
05T o bien,

P8 =g )+ and (t —ty)
K

‘ ‘ 0 ‘ ‘ lo anterior se conoce como la derivada generaliza-
25 -1.25 0 125 25 da de una funcién continua por tramos.

v

Funcion Heaviside y Delta de Dirac
Funcién Heaviside, H

La funcién escalén o heaviside estd definida

por
~J 0 parat<0
H(t)_{l parat >0

Series de Fourier 53
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Capitulo 9

Serie de Fourier compleja y espectro de fre-

cuencila

Forma compleja de las series de
Fourier

Dada la serie de Fourier

1

f@)= 500 + Z [ay, cos (nwot) + by, sen (nwot))

n=1
podemos representar al seno y coseno en términos
de la exponencial compleja:
einwut + efinwot

2

einwot _ e—inwot
24

lo anterior dard el siguiente resultado:

cos (nwot) =

sen (nwot) =

f@)= Z cpemeet (9.1)

n—=——oo

en donde

1 [T/2 }
Cp = ?/ f(t) e meetqt (9.2)

—T/2
ademds
_ 1 _ i, _ —ig,
CO—§a07 Cn_|cn|e ) yC,n—|Cn|€ )
en donde:

1
enl = 5V + 82

Serie de Fourier compleja y espectro de frecuencia

a |c,| le lamaremos amplitud y a ¢,, 4ngulo
de fase.

Espectros de frecuencia comple-
ja

En realidad ¢, es una funcién de w,, = nwqg. A
la gréfica discreta de |c,| contra w,, se le denom-
ina espectro de amplitud, esta funcién especifica
a la funcién periddica f (w) en el espacio de las
frecuencias, al igual que f (¢) lo hace en el espacio
del tiempo.

De igual forma a la gréfica de ¢,, contra wy, se
le denomina espectro de fase.
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Contenido de potencia y teore-
ma de Parseval

Para cualquier senal periddica se define a la
potencia promedio como:

T/2
/ T/2
el teorema de Parseval para el caso complejo

relaciona a la potencia promedio con las
amplitudes de la onda

T/2 o0 )
—/ Pdt= " ea (9.3)

T/2 n——oo

Ejemplo

Encontrar los espectros de frecuencia para la
funcién:

f(t){ A para —%d<t<1d

0 para —5T <t< d 1al<t<%T

para calcular ¢, utilizamos:

T/2
e = — / 72nw0t dt
T/2

d/2
_ = / 72nwotdt
d/2

d/2
—inwot

= = e
T —inwo

—d/2

_ A 1 (einwod/Q _ efinwod/2)
Ti 1nwo

A 2 <einwod/2 _ e—inwod/Z)

T nwo 2i

Adsen (25)

Y lenl

8w
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Capitulo 10

. Desarrolle en serie de Fourier real a la fun-

cb;f@)ZIﬂpma(—mﬂ)yf@)=f6+
27).

. Grafique a la funcién

0 —-1<t<0
2 0>t>1

[ = ft+2)

encuentre su desarrollo en serie de Fourier
real.

. Desarrolle en serie de Fourier real a la fun-
cién f(t) = cos(mt), =1 <t < 1.

. Desarrolle en serie de Fourier real a la fun-
cién f(t) =e?*/2, -1 <t < 1.

. Grafique a la funcién

0 —1<t<0
et 0>t>1

ft) = f(t+2)
encuentre su desarrollo en serie de Fourier

compleja. Grafique al espectro de frecuen-
cia.

. Encuentre la serie de Fourier compleja y el
espectro de frecuencia (al menos unos de sus
puntos) para:

a) f(H)=12:0<t<2: f(t+2)=f(t)

Ejercicios de Serie de Fourier

Ejercicios de Serie de Fourier
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Capitulo 11

Transformada de Fourier

Las series de Fourier son muy ttiles para es-
tudiar funciones periédicas, por lo tanto, es nat-
ural querer extrapolar esta teoria para el caso de
cualquier funcién.

Deduccién
Sea la serie de Fourier

o0
f(t) = Z Cnemw‘)t
con
1 772 , 2
=g [ pe ety T =

—T/2 Wo

combinando ambas

00 1 T/2 ) ) .
t — il ) e o o | pinwo
o= 3 R ]
00 1 T/2 ) )
t — _ T efznwozdl, woeznwot
o= 3 5 [/_mf() ]

si hacemos T' — o0, 6 w, = dw — 0y nw, —
w. Obtenemos la identidad de Fourier.

f@= /O:O % Uif(x) ei“”:dx} e“tdw

si definimos
F(w):/ F)e«tar (111

Transformada de Fourier

obtenemos,

£t = i/oo F(w) et dw (11.2)

2 J_ o

Transformada de Fourier
La ecuacion 11.1 sirve para definir a la trans-
formada de Fourier F :

F(f(#)=F(w) (11.3)
y la 11.2 a la antitransformada de Fourier F~!

FHF W) =f(1) (11.4)

En general la funcién F' (w) es compleja y con-
tiene la misma informacién que f (¢).

P (@) = |F (@)| )

Integral de Fourier

Utilizando el hecho de que e™! = coswt +
isenwt las ecuaciones 11.1 y 11.2 se pueden es-
cribir como:

f@= 1 /000 [A (w) cos (wt) + B (w) sen (wt)] dw

™

Alw) = / " F(t) cos (wt) dt
B(w) = /OO 1 (t) sen (wt) dt
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(en esta forma reciben el nombre de intergral de
Fourier) esta forma recuerda a la serie real de
Fourier.

Espectro de frecuencia continuo

A la gréfica de |F (w)| contra w se le llama
espectro continuo de frecuencia. En esta gréfica
se pueden observar si existen frecuencias prefer-
enciales o caracteristicas en la senal.

Transformadas seno y coseno de Fourier

Si la funcién f (¢) esta definida sélo en el inter-
valo ¢ € [0,00) definimos a la transformada seno
de Fourier como

FW) = Fw= /0 " £ (t) sen (wi)@.5)

FA(FW) = fit)=2 /O“F<w>sen<m@

™

v a la transformada coseno
FA£@) = F@)= [ f®)cos rann)
FAF@) = £0=2 [ Pt

Convolucién y correlacién
Sean fi(t) y f2(t) dos funciones dadas. La
convolucién de f; () y fo (t), esta definida por

f(t)—fl(t)*h(t)—/oo fi () fo (b — ) dr

(11.9)

La funcién f (t) se conoce como la funcién de
correlacion entre las funciones f1 (t) y f2 (¢). La
correlacion es una medida de la similitud o inter-
dependencia de f1 (t) y f2 (¢) como funcién de un
pardmetro 7. La autocorrelacién se define como

Ju (@) fr(t).

Propiedades
@)« f2(t) = fo(t)xfi(?)
fi@)«fo@)]*fs() = fi(t)=[f2(t) = f3(2)]

f(t—t1)*5(t—t2) = f(t—tl—tg)

Teorema de convolucién

Si F(fi(t) = Fi(w) y F(f2(t) = Fa(w)

entonces

L@ xf2)=F A (w) W] (11.10)
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Fi(w)* Py (w) = 20F [f1 () f2(£)]  (11.11)

Ejemplos

Transformada de Fourier

1) Encontrar F (te_atQ) y graficar su espectro
de frecuencia si a = 1.

sabemos que F (e_“t2> — %6—w2/4a v que
Ftf () =iF (w)
entonces:
f (te_at2> = Zi ze—w2/4a
dw a
F (te*‘“‘?) - W T o—w?/4a
2a \ a

El espectro de frecuencia

w

@I = |-vRes
P = g

2) Encontrar F {(t — 1) e 2"V H (t — 1)}
(t — 1) e~ =1 Heaviside (£ — 1)

Transformada de Fourier



F {(t —2)e = p (¢ — 2)}

= e 2wF {(t) e~ (t)}
1
(iw + a)?

e—2’Lw

03757

0257

0125 T

3) Encontrar F {e~ I3/}

Fle)
_ %' 7 {ei }LZ%

1] 2
3 st w?] e

1 2s
7
Bl |2+

Transformada inversa de Fourier

1) Obtener F—! {

5

2—w2+3iw

T Erm e )
= {1 : 243%;}

) [ o))

= TUH (t) — 7 H (t)]
_ () [t — 2]
Convolucion
1) Calcular F~! {m} utilizando el teo-

Transformada de Fourier

rema de convolucién

5
1
F {2—w2+3iw}

_ 5]-'1{[2+1iw] [1+1w]}

= 5F ! {]—'[ tye | F[H(t)e "]}
= 5[H(t)e" *H() ]

= /H Ye T H(t—1)e T dr

_ /_w e~le™TH (v) H(t — 7)dr

= 5e! /00 e TH(r)H(t—T7)dr

—0o0

pero

0 sitT<067>t
e ={] 50508

de aqui si ¢ < 0 la segunda condicién nunca se
cumple, por lo tanto H (7) H(t — 7) = 0. Y para
t>0H (r)H(t—7) =1lenelintervalo 0 < 7 < t.
entonces

= 5et /OO e TH(r)H(t—T1)dr

_ 0 sit<0
o He~t fot e Tdr sit>0
. 0 sit<O0
- Se t[l—e ] sit>0

= H(t)se " [1—e']
= B5H(t)[e" —e ]

Ecuaciones diferenciales
1) Resolver a la ecuacién diferencial

Y-y = H(t)e™
-0 < t<oo

graficar su espectro de frecuencias
aplicando la transformada de Fourier a toda
la ecuacién obtenemos

Fly —ay=H(t)e "}

WY (@)Y (@) = ——
I e
VO = Gmmarm
Ve - o
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1
@+7)

¥0.0625 7

0.057T

0.0375 T

0.025T

0.0125 T

25 50 75

i
100]

Y (w) ya es la solucién a la ecuacion diferencial
en el espacio de frecuencias, si queremos regresar
al espacio del tiempo aplicamos la transformada

inversa de Fourier.

Su espectro de frecuencia es:

Y (w)]

—1
'(42 + w?)
1
(42 4+ w?)

y FHY (w)]
B 1
)
1 1{ 2(4) ]
2(4) (42 +w?)
y _%674#\
Lol

-0.1257

v 015"

Note que al resolver la ecuacién diferencial no
se utilizaron constantes arbitrarias, lo anterior es
porque implicitamente existen dos condiciones ex-

tras:

L2

t)]dt < oo

2. f(t) es continua
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Uso de la computadora para transformada
de Laplace

z2e”

, Fourier transform is: —27 Dirac (w — 1, 2)

eaw

, Is Fourier transform of Dirac (—ia — x)

Transformada de Fourier



Capitulo 12

Transformada Discreta de Fourier

Los datos discretos son de uso comun en in-
genierfa. Se obtienen cuando se mide una senal
en el tiempo o el espacio. En estos datos no es
posible utilizar la transformada de Fourier direc-
tamente, por ello se define la transformada disc-
reta de Fourier. Con esta transformada es posible
obtener informacién de las frecuencias de la senal.

Suponga al conjunto de valores {yo, Y1, ---s Ym,

respectivamente. Donde t,, = mAt para m =
O—>N—1, t():O, thlzTyAt:%.
La trasformada discreta

N-1
_opikm
Yy (fk) = Z Ym (tm) € iy (12.1)
m=0

se puede utilizar para generar el conjunto de val-
ores {Yp, Y1, ..., Yy, ..., Yn_1} para cada frecuencia

{fos f1s s frs o, fn—1} donde fr = kAf donde
Af = % donde f; = % se define como la frecuen-

cia de muestreo. La transformada inversa es:
| V-1
Ym (tm) = ~ I; Y, e2mimk/N (12.2)

La frecuencia de Nyquist se define como %At e
indica cual es la méds alta frecuencia que puede
ser detectada con el periddo de muestreo At.

Transformada Discreta de Fourier

cYN-1}
de una funcién muestreados en los tiempos {to, t1, ...

b, "'7tN—l}
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Capitulo 13

Ejercicios de Transformada de Fourier

1. Encuentre la transformada de Fourier y grafique
a la funcién en el espacio de frecuencias
para:

a) e=°(=% gen (b(t —4))H(t—4)

)
b 5 cos(wot
) 4+¢2
C) efatzezwot
d _
d) < (6 3t )
e) (t—3) _4tH( -3)
37,1
f) 72— 4f—|—13
2. Encuentre la antitransformada de Fourier
para
CL) iwfgfuﬂ

b) i(w—l)—g—(w—l)z

3. Encuentre una solucién acotada y continua
para

a)

d?y dy

— — +2y=H

dﬁ2+3dt+ Yy (t)
b)

d?y dy

— —= 42y 0 (¢

dt2+3dt+ =36 (¢)

Ejercicios de Transformada de Fourier



68

Ejercicios de Transformada de Fourier



Parte 1V

Apéndices
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Apéndice A: Tabla de trans-
formada de Fourier

f#) & F(w) (al)
a1f1 (t) + azfg (t) S a1 by (w) + as Fy (w) (32)
1 w
J(at) & oF (Z) (a3)
f(=t) & F(-w) (ad)
f(t—ty) & F(w)e @i (ab)
f(t) et & F(w—wp) (ab)
f (t) cos (wot) & %F (w—wo) + %F (w+ wo)
. . (a7)
f () sin (wot) & 2—ZF (w—wp) — Q_ZF (w4 wo)
(a8)
F(t)e2rf(—w) (a9)
F (@) & (iw)" F (@) (al0)

/_ f(a:)dac@%F(w)—i—ﬂF(O)d(w) (all)

(=it)" f (t) & F™ (w) (al2)
fi(t)* fa(t) & Fi (w) Fa (w) (al3)
fi(t) f2(t) < %Fl (W) * Fy (w) (ald)
e "H (t) & iw1+a (al5)
el e a2 i_aoﬂ (al6)
e—at2 o \/ge_% (a17)
Pa (t) ={ (1) m ig @aSiI(lgT;) (al8)
w & Pag (W) (al9)
te™ ' H (t) & o i 2 (a20)

tn—l ot 1
(n—1)! H{) (iw+a)" (a21)
TSI H () & 5)2 — ()
o () H (1) & faj;‘l = @)
1 7 all (a24)

cos (bt)
a2 + 12

o L ety eoiernl]  (aas)

sin (bt) T [ _ajw—b| fa|w+b|}
a? +t2 < 2ai [e ¢ (a26)

Jt)e1 (a27)

5 (t —tg) & et (a28)

5™ (1) & (iw)" (a29)

H(t) & m(w) + % (a30)
H(t—ty) < 7 (w) + %e*im“ (a31)
14270 (w) (a32)

" e 216 (w) (a33)

et & 278 (w — wp) (a34)

cos (wot) © [0 (w—wo) + 06 (w+wo)] (a3h)

sin (wpt) & —im [§ (w — wo) — 6 (w+ wp)] (a36)

H (t) sin (wot) (a37)
& wzw_ow2 + % [0 (w—wo) = 8 (w+ wo)]
0
H (t) cos (wot) (a38)
= % +%[5(w—w0)+5(W+w0)]
0
LH () < im0 (w) — % (a39)
tin o <(_Tj°i)1)_! i — 2miH ()] (ad0)

| nonwi-5 [ R@E©w
= ~ (ad1)

/Z|f(t)|2dt=%/_o;|F(w)|2dw (a42)

/_Oof(t)G(t)dt:/_ooF(w)g(w)dw (a43)

sgn (t) & % (ad4)
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Apéndice B: Tabla de trans- 1 o e @>0) (CO)

a2+ t2 2
formada seno de Fourier | e (14 aw)
1 3 t(a>0) (C7)
(a2 +t2) 4 a
z? N w? . [ w?
f(t) & Fs(w) (S1) cos (7) <5 <COS <7> + sin (7)>
1 T (C8)
- 7H (w)— = (52) 2 2 2
t 2 . [z m w . (W
. o . Sin (7) = 7 <COS (7) — sin <?>
1T (r)w " sin (7) :re(0,1)  (S3) (c8)
1 T
e ﬁ H(a>0) s5)  Apéndice D: Referencias Bib-
te™ o _ 2aw : (a>0) (S6) Iiogréficas

(@ +w?)

te— 't o wym e’ /49 (g > 0) (S7) A. David Wunsch, Variable compleja con
4a3 aplicaciones, Addison-Wesley Iberoamericana,

—at 1997.
& tan™! <£) :(a>0) (S8)
. @ s Hwei P. Hsu, Anélisis de Fourier, Addison-
T o_ .
m o= 5@ @ (a>0) (S9) Wesley Iberoamericana, 1987.
t ywe— » Peter V. O’Neil, Matemdaticas Avanzadas para
2732 (a>0) (S10) Ingenierta, Volumen II, CECSA, 1998.
(a? + t?) a
1 ﬂ_ (1—e ) s T. W. Korner, Fourier Analysis, Cambridge,
= 0 S11
t(a+ t2) 9 o2 (a>0)  (S11) 1995.
= G. B. Arfken and H. J. Weber, Mathemat-
( ) 1+ w4 (S12) ical Methods for Physicists, Miami Univer-
sity, 2000, 5e.
2 -1
—t - 0 S13
“tan”! (3) © Ha>0)  (S13)
4 t
;m & e Ysinw (814)

Apéndice C: Tabla de trans-
formada coseno de Fourier

f(t) & Fo(w) (C1)
t" ' T (r)w " cos (%) :r e (0,1)  (C2)

—a a
e t@ml(a>0) (Cg)
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